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Zadanie 1. Niech A C N. Rozwazmy relacje ~ 4 na zbiorze NY zdefiniowana warunkiem:

frag <= Vaeaf(a) = g(a), dla f,g € NV,

a) Udowodnij, ze dla kazdego zbioru A C N relacja ~ 4 jest relacja rownowaznosci na zbio-
rze NV,

Niech A C N.

Relacja ~4 ta jest zwrotna na NN, bowiem dla kazdego f € NY, dla kazdego a € A,
fla) = f(a), a zatem f ~y4 f.

Jest réwniez symetryczna, bowiem jesli f,g € NY sg takie, ze f ~4 g, to dla kazdego
a € A, f(a) =g(a), a zatem oczywiscie, g(a) = f(a) dla a € A. Zatem g ~4 f.

Jest w koricu przechodnia, bowiem jesli f,g,h € NN s takie, ze f ~4 gi g ~a h, to
dla kazdego a € A, f(a) = g(a) oraz g(a) = h(a), a zatem oczywiscie, f(a) = h(a) dla
a € A. Zatem f ~4 h.

Powyzsze dowodzi, ze ~ 4 jest relacja rownowaznoSci.

b) Niech f, € NN bedzie ciggiem stale rownym zero oraz niech X = {n € N: n < 2024}.
Znajdz moc zbioru [fo]~, .

Zauwazmy, ze g ~x fo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby n < 2024, g(n) =
fo(n) = 0. Rozwazmy zatem funkcje F': NN — [fo]<, zdefiniowana wzorem:

0 , dla n <2024

(F(h))(n) = {h(n —2025) , wpp.

Oczywiscie dla kazdego h € N F(h) € [fo]~y, wiec funkcja F jest dobrze zdefi-
niowana. Ponadto F' jest funkcja roznowartosciowa, bowiem jesli F(hy) = F(hs), to
dla kazdego n € N, hy(n) = (F(h1))(n + 2025) = (F(ha))(n + 2025) = ha(n), a wiec
hy = hy. Wobec tego |[fol~y| = |NY]. Oczywiscie [fo]~, € NN, zatem na mocy tw.
Cantora-Bernsteina, |[fo]~,| = |NV|, czyli jest mocy continuum.
¢) Udowodnij, ze zbior ilorazowy NN/ ~ 4 jest mocy continuum wtedy i tylko wtedy, gdy A

jest zbiorem nieskonczonym.

Rozwazmy funkcje F': N4 — NN taka, ze

F(n) ,dlancA
0 , Wpp- '

(F(f))(n) = {
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oraz funkcje G: N4 — NN/ ~ 4 taka, ze G(f) = [F(f)]~,. Zauwazmy, ze G jest funkcja
réznowartogciowa. Rzeczywiscie, jedli f, g € N4 s takie, ze G(f) = G(g), to F(f) ~ F(g),
a zatem dla kazdego n € A, f(n) = (F(f))(n) = (F(g))(n) = g(n), a wiec f = g.
To oznacza, ze |NV/ ~4 | > |NN|. Ponadto G jest funkcja ,na”. Rzeczywiscie, niech
g € NY oraz niech f bedzie funkcja g obcieta do A, czyli f € N4, f = g | A. Wtedy
G(f) = [g]~,, bowiem dla kazdego n € A, (F(f))(n) = f(n) = g(n), czyli F(f) ~4 g.
A zatem |[NN/ ~, | = |N4|. Jedli A jest nieskoniczonym podzbiorem N, to |A] = |N]| i
IN4| = |NN|, a zatem NY/ ~4 jest mocy continuum. Jesli za to A jest skoriczony, to N4
jest zbiorem przeliczalnym (gdy A # &) lub jednoelementowym (gdy A = @), a zatem w
tym przypadku zbiér NY/ ~ 4 nie jest mocy continuum.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci na zbiorze NY. Rozwazmy funk-
cje F': P(N) — R, ktora zbiorowi A € P(N) przyporzadkowuje relacje ~ 4. Rozstrzygnij,
czy funkcja F' jest roznowarto$ciowa oraz czy jest na zbior R.

F jest funkcja roznowartosciows. Rzeczywiscie, niech A, B C N oraz dla kazdych f, g €
NN, niech f ~4 g wtedy i tylko wtedy, gdy f ~5 g. Niech € A. Niech f;, € NY bedzie
funkcja stale réwng 0 oraz niech g € N bedzie zdefiniowane jako

1 ,dlan==
9(n) =19,
, WPD.-

Wtedy fo 74 g, bowiem f(x) # g(x) oraz x € A. Zatem fy #p g, a skoro = jest
jedynym argumentem dla ktérego wartosci fy oraz g sie réznia, to x € B. Analogicznie
mozna dowiesé, ze jeSli x € B, to x € A, a zatem A = B, co dowodzi tego, ze F jest
réznowartosciowa.

F nie jest ,na”. Rzeczywiscie, niech ~ bedzie relacja na NV taks, ze dla f,g € NV,
[~ g wtedy i tylko wtedy, gdy 2|(f(0) — ¢g(0)). Oczywiscie ~ jest relacja rownowaznosci
na NV, Twierdze, ze dla kazdego A C N, relacja ~4 r6zni sie od relacji ~. Rzeczywiscie,
zatozmy przeciwnie, niech A C N, bedzie taki zbiorem, ze relacje ~4 oraz =~ sg réwne.
Niech fo, f1, fo beda funkcjami stalymi odpowiednio réwnymi 0,1 i 2. Mamy fy ~ fs, ale
dla kazdego n € N, fo(n) # fa(n), a zatem jesli fo ~a fo, to A = &. Tymczasem fy % fi,
ale fo ~4 fi — co stanowi sprzecznosé.

Zadanie 2. Rozwazmy relacje < na zbiorze P(R) okreslona nastepujaco:

a)

AjB<z>(|A|<|B|v(|A|:|B|/\AgB)) dla A, B CR.
Udowodnij, ze relacja < czesciowo porzadkuje zbior P(R).

Rzeczywiscie relacja ta jest zwrotna na P(R), bowiem, dla kazdego A € P(R), |A| = |A|
oraz A C A, wiec A < A.

Jest tez antysymetryczna. Zalézmy bowiem, ze A, B € P(R) sa takie, ze A < B oraz
B < A. Zauwazamy, ze nie moze jednoczesnie zachodzi¢ |A| < |B| oraz |B| < |A| lub
|B| = |A], a takze |B| < |A| oraz |A| < |B| lub |A] = |B|. To oznacza, ze |A| = |B| i
AC Boraz BC A, awiec A=B.

Jest w koncu relacja przechodnia. Zal6zmy bowiem, ze A, B,C € P(R) sa takie, ze
A = B oraz B < C. Rozwazmy nastepujace przypadki:
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o jesli |A] < |B], to dostajemy, ze |A| < |B| < |C|, zatem |A] < |C|1A=<C,

e jesli |B| < |C, to dostajemy, ze |A| < |B| < |C], zatem |A| < |C|1 A= C,

o jesli |A| = |B| oraz |B| = |C], to |A| = |C|. Mamy tez wtedy dodatkowo, ze A C B
oraz B C C, awiec A C C, co daje A < C.

Zatem = jest czesciowym porzadkiem na zbiorze P(R).

Niech X = {X CR:|X| <2024} C P(R). Wyznacz moce zbioréw elementéow maksy-
malnych i minimalnych! rodziny X

Zauwazmy, ze & jest elementem najmniejszym w X'. Rzeczywiscie, jesli A € X, to albo
A =0 (iwtedy @ < A), albo |A| > 0 = |&] (i wtedy rowniez @ < A). Zatem & jest
jedynym elementem minimalnym, co oznacza, ze zbior wszystkich elementoéw minimalnych
{2} ma moc 1.

Zauwazmy, ze zbior A € X jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy |X| = 2024.
Rzeczywiscie, jesli X € X oraz | X| = 2024, oraz Y € X jest zbiorem takim, ze X <Y,
to |Y| > 2024, a wiec |Y| = 2024 oraz X C Y. Jednak skoro X,Y sa skoriczonymi
zbiorami o tej samej mocy, to w tej sytuacji X = Y. Jesli natomiast X € X oraz | X| #
2024, to |X| < 2024 i wtedy jesli Y = {0,1,...,2023}, to |Y| = 2024 > |X|, wiec
X <Y, ale X # Y awiec X nie jest maksymalny. Zatem zbiorem wszystkich elementéw
maksymalnych jest zbior wszystkich podzbioréow R, ktore maja 2024 elementy. Jest takich
zbioréw oczywiscie co najmniej continuum wiele, ale tez nie wiecej niz elementéw zbioru
R2924 ktory jest mocy continuum. Zatem zbiér wszystkich elementéw maksymalnych ma
moc continuum.

Niech Y = {Y C Q: |Y|=|N|} C P(R). Wyznacz, o ile istnieja, kres gorny i kres dolny
rodziny Y w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (P(R), <).

Twierdze, ze sup )Y = Q. Rzeczywiscie Q € Y oraz dla kazdego zbioru X € ) mamy
| X| = |N| = |Q| oraz X C Q, wiec X < Q. To oznacza, ze Q jest ograniczeniem gérnym
rodziny )Y, ktore do niej nalezy — musi by¢ wiec jej kresem gérnym.

Kres dolny tego zbioru za to nie istnieje. Zauwazmy najpierw, ze jesli X C R oraz
| X| > |N|, to X nie jest ograniczeniem dolnym Y. Po drugie, jesli X C R oraz |X| = |N|
i X\ Q# @, to X tez nie jest ograniczeniem dolnym Y, bo X ¢ Q € ). Zaden element
X € Y nie jest ograniczeniem dolnym rodziny ), bowiem wtedy dla zo € X, X\ {z} € Y
— jest bowiem tez przeliczalnym podzbiorem zbioru liczb wymiernych oraz X \ {zo} < X,
ale X \ {zo} # X. Oczywiscie, jesli X C R oraz | X| < |N| (a wiec jesli X jest zbiorem
skoriczonym), to X jest ograniczeniem dolnym rodziny ), bowiem dla kazdego Y € )
mamy |X| < |V, wiec X < Y. Wynika z tego, ze zbior wszystkich ograniczen dolnych
rodziny Y, to zbior Py, (R) wszystkich skoniczonych podzbiorow R. Zbior ten jednak nie
ma elementu najwiekszego, bowiem jesli X € Py, (R), to X U {max(X) + 1} € Pp(R)
oraz | X| < | X U{max(X)+1}|, wiec X < XU{max(X)+1}, ale X # X U{max(X)+1}.
Oznacza to, ze badana rodzina nie ma kresu dolnego.

Uwaga: chodzi o moc zbioru elementéw maksymalnych i moc zbioréw elementéw minimalnych, a nie o

"moce elementéw maksymalnych i minimalnych".
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d) Rozstrzygnij, czy zbiory cz¢sciowo uporzadkowane (P(R), <) oraz (P(R), C) sa izomor-
ficzne.

Nie sa. W porzadku (P(R), C) kazdy niepusty podzbior X ma kres dolny. Jest nim
() X. Rzeczywiscie, z twierdzenia z wyktadu wiadomo, ze dla kazdego X € X, (X C X
oraz jesli C' C R ma te wlasnosé, ze dla kazdego X € X, C C X, to C C [ X. Tymczasem
z poprzedniego podpunktu wiemy, ze w porzadku (P(R), <) istnieje niepusty podzbior
bez kresu dolnego.



